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che rappresenta I’equazione della retta generica sotto forma esplicita nella quale:
am =%:coefﬁciente angolare della retta, rappresenta la tangente trigonometrica del-

’angolo antiorario « che la retta forma con I’asse x, ossia la pendenza della retta stessa;
se m=tg a>0 risulta @< 100 gon, mentre se m = tg <0 risulta o> 100 gon;

byn= —% : coefficiente di posizione della retta, rappresenta la lunghezza del segmento che
la retta intercetta sull’asse delle y a partire dall’origine O.
Se nella [3] o nella [5] risulta:
a)c=0 oppure n= —%=0
per cui:
a-x+b-y=0 oppure y=m-x

la retta passa per I’origine degli assi;

b) b=0 oppure m=—%=oo
per cui:

c
a-x+c=0 oppure x= ~%
la retta e parallela all’asse Y;

c)a=0 oppure m= —%:0

per cui:

b-y+c=0 oppure y=-—=n

o~

la retta & parallela all’asse X;

d)a=c=0 oppure m=n=0
per cui:
y=0

la retta coincide con I’asse X;

e)b=c=0 oppure m=o0 e n=0
per cui:
x=0
la retta coincide con l'asse Y.

Rette parallele

Date due rette r e s di equazioni:
a,-x+b,-y+c,=0 a-x+b,-y+c,=0
oppure:
y=m-x+n, y=my-x+n,

affinché risultino parallele & necessario che formino il medesimo angolo « (in valore e
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segno) con I’asse X e quindi devono presentare il medesimo coefficiente angolare; deve
quindi essere:

S oppure m,=m
b, b PP | = my
Rette perpendicolari

Siano r e s due rette fra loro perpendicolari (fig. 1.4) con equazioni in forma esplicita:
y=m;-x+n Yy=my-x+n

aventi in comune il punto C sull’asse Y, per il quale si traccia I’asse secondario X’ paral-
lelo a X.

—_——t —— e —— —

Fig. 1.4

Consideriamo sulle rette r e s due punti 4 e B, entrambi con X4 =Xxz=CD = 1, mentre
Ya=m, eyg=m,; applicando il 2° teorema di Euclide al triangolo rettangolo ABC si ha:

m:l=1:(—my)

da cui:

my-m;= — 1
ossia:

il

L [6]
oppure:

a, b,

—_— = —— 7

b, & (7]

Pertanto due rette sono perpendicolari quando il coefficiente angolare di una & uguale
all’opposto del reciproco del coefficiente angolare dell’altra.

T
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Retta passante per un punto
Consideriamo 1’equazione esplicita della retta:
y=m-+x+n [8]

Se tale retta deve passare per il punto P, = (x,, »,), le coordinate di quest’ultimo devono
soddisfare I’equazione della retta, cioe:

yi=m-x+n [9]
Sottraendo la [9] dalla [8] si ottiene:

y=y=m-(x-x) [10]
che rappresenta ’equazione di una delle infinite rette passanti per P,.
Dalla [10] si ha: m =2—2°. [11]
X X|

Retta passante per due punti

I punti P, = (x,, »;) € P,=(x;, »,) devono appartenere alla medesima retta e pertanto
devono soddisfare la sua equazione, ossia deve risultare:

yw=m-x,+n
Ya=m-X+n

Sottraendo la seconda dalla prima si ottiene:
=y =m-(x;—x)

_Na=h
x — X1

e ricordando la [11] si ha:

Y= yz yl [12]
X—X x;—xl

che rappresenta 1’equazione della retta passante per due punti.

Angolo formato da due rette

Siano r e s due rette di equazioni:
y=ml-x+n| y=m2'x+nz
che formano rispettivamente gli angoli «, e a, con il semiasse positivo delle ascisse
(hg. 1.5).
L’'angolo w formato dalle due rette risulta:
= az =
Ricordando le formule trigonometriche di sottrazione si ha:
tga, —tg o

o=l " T igar ga
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ed essendo:

tga2=m2 [ga,=m,
risulta;

@ = arct, i 2
= gl +m, - m,

Se le equazioni sono sotto forma implicita, la [13] diventa:

a-b,—a,- b,

w:arctgal_az__b] - b,

Coordinate del baricentro di un triangolo

Ricordando che il baricentro G di un triang

Fig. 1.5

(13]

[14]

Siano P, = (x,, y,), P, = (X2, ¥2), Py = (x3, y;) i vertici di un triangolo (fig. 1.6).
olo ¢ dato dall’intersezione delle mediane, il

Fig. 1.6
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punto di intersezione delle mediane divide queste in due parti proporzionali ai numeri 1 e 2;
risulta quindi:

PM=PM PG =%-P,M

Le coordinate del punto M valgono:

_XtX y Yat s

i i B R el

Con le notazioni di fig. 1.6 si ha:

2 2
P\D==-PE==-(xy—x)
DG=£- E=£-(.YM-)’1)

3 3

Segue che:

_3-xytx+x—-2-x
P 3

ossia:

_Xtx+x

X 3 [15]

Analogamente si ricava:

S 2
Yo=n+DG =y1+‘3"‘ (ym—x1)

Sostituendo e riducendo risulta:

yazﬂﬂ’;_ﬂ_ﬁ_ [16)

ﬂ Problema di intersezione

Le coordinate del punto di intersezione, se esiste, di due rette sono espresse dalle soluzioni
del sistema:

y=m-x+n
y=m2'x+n2
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1.2.3 La circonferenza

Sia C = (a, ) il centro di una circonferenza e P = (x, y) un suo punto qualsiasi; applicando
il teorema di Pitagora al triangolo rettangolo PAC si ha (fig. 1.7):

CA*+PA?=PC?

Dato che:
PC=r
CA=x-a
PA=y-3

sostituendo si ha:

(x—a)P+(y-By=r?

Sviluppando risulta:

X =2 a-x+al+y?-2-B.-y+B2=r2

X +y2-2.a-x-2-B-y+a2+B*-r2=0 Fig. 1.7
Ponendo:
a=-2-«
b=-2.8
o+ -ri=c
si ottiene:
X +y2+a-x+b-y+c=0| [17]

che rappresenta I’equazione della circonferenza con centro nel punto C e raggio r.
Se nella [17] risulta:

a)a=0 e quindi a=0
la circonferenza ha il centro C sull’asse ¥

byb=0 e quindi B=0
' la circonferenza ha il centro C sull’asse X .

)c=0 e quindi r’=o?+f2
‘ la circonferenza passa per I’origine O degli assi;
| d)|a|=|B|=r
la circonferenza ¢ tangente agli assi cartesiani;

e\a=b=0 e quindi a=03=0

la circonferenza ha il centro C coincidente con I’origine degli assi cartesiani e la [17]
diventa:
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1.2.4 Problemi di intersezione

Le coordinate dei punti di intersezione di una retta con una circonferenza oppure di due cir-
conferenze si ottengono risolvendo il sistema formato dalle equazioni della retta e della cir-
conferenza, oppure delle due circonferenze.

I1 discriminante dell’equazione risolvente puo risultare:

a) A>0: la retta e la circonferenza, oppure le due circonferenze, sono secanti;

b) A=0: la retta e la circonferenza, oppure le due circonferenze, sono tangenti;

¢) A<O0: la retta e la circonferenza, oppure le due circonferenze, non hanno punti in
comune.

Pertanto quando si devono determinare le equazioni delle rette tangenti a una circonferenza
oppure di due circonferenze tangenti siimpone che il discriminante dell’equazione risolvente
il sistema sia nullo.

Esercitazioni proposte  proioe o AT L

Esercitazione 1

Del quadrilatero ABCD sono note le coordinate cartesiane ortogonali dei vertici, che
si susseguono in senso antiorario: A = (0; +1246,28), B=(+3724,76; +1972,98),
C=(+3224,18; +2784,56), D= (+381,32; +2219,94). I prolungamenti dei lati AD e BC

si incontrano in un punto M. Calcolare: AlXa Ya )

- la misura dei lati e degli angoli interni del quadrilatero; 3iXs Y

- T’area dei triangoli ABM e DCM; % ] ¢ Je
DMy Y D)

- il raggio del cerchio circoscritto al triangolo DCM.
Disegno in scala 1 :50000.

RISPOSTE
AB =3794,99 m; BC = 953,54 m; CD = 2 898,39 m; DA = 1045,67;
A =63,9702 gon; B = 77,081 8 gon; C = 122,703 1 gon; D = 136,244 9 gon;
r=1813,32 m

Esercitazione 2

I vertici A, B, C, D di un quadrilatero si susseguono in senso orario; le coordinate cartesiane
ortogonali dei vertici 4, B, C, sono: A=(-77,42; —233,28), B=(+83,44; +157,96) ¢
C=(+405,09; —78,77). Il vertice D & noto mediante le sue coordinate polari rispetto al ver-
tice C e precisamente: CD = 587,33 m, (CD) = 228°35’46". Calcolare:

- le coordinate cartesiane del vertice D;

- le lunghezze dei lati AB, BC, AD;

- ’ampiezza degli angoli del quadrilatero;

- I’area del quadrilatero.

Disegno in scala 1 : 5000.

»
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RISPOSTE
Xp=—-3545m; Y,= —467,21 m;
A =147°28'43"; B = 75°59'50"; C = 77°45'23" D = 58°4604";
AB = 423,03 m; BC = 399,37 m; DA = 237,66 m;
S =141 637,854 m?

Esercitazione 3

Un terreno di forma triangolare ABC ¢ stato rilevato misurando i lati AB = 115,50 m e
AC = 102,75 m nonché I’angolo nel vertice A: « = 68,561 9 gon. Calcolare gli elementi in-
cogniti dell’appezzamento e I’altezza CD relativa al lato AB. Disegno in scala 1 : 2 000.

RISPOSTE
BC=112,46 m;
B =52,4037 gon; C = 79,0344 gon;
CD =90,47 m

Esercitazione 4

Del triangolo RST si conoscono i seguenti elementi: 7R = 123,76 m, RS = 111,48 m,
R=a= 74,728 0 gon. Calcolare gli elementi incogniti del triangolo e la misura della proie-
zione RV del lato 7R sul lato RS. Disegno in scala 1 : 2 000.

RISPOSTE
7S = 130,67 m;
T =57,6495 gon; S = 67,6225 gon:
RV=47,8m

Esercitazione 5

Su due allineamenti @ e b aventi in comune il punto O sono state riportate rispettiva-
mente le seguenti distanze: OM = 32,50 m sull’allineamento a ¢ ON = 54,20 m sull’alli-
neamento b.

E inoltre noto I'angolo formato dai due allineamenti: o = 38°22°52”. 11 segmento MN
interseca la bisettrice dell’angolo « in un punto P. Determinare 1’ ampiezza dell’angolo
M e la distanza MP. Disegno in scala 1:500.

RISPOSTE
M =106°31'47"; MP=13,16 m

Esercitazione 6

Un raggio luminoso attraversa una lastra di vetro avente uno spessore di 2 cm; I’angolo
di incidenza & 7 = 32°. Determinare I’ angolo di rifrazione 7 e la deviazione d fra il rag-
gio incidente e quello emergente.

RISPOSTE
F=20°41'17"; d = 0,46 cm
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Esercitazione 7

Un appezzamento quadrilatero A BCD é stato formato dall’unione di altri due: uno di forma
triangolare ABC avente i lati di misura AC = 168,40 m, AB = 184,32 m e BC = 198,96 m;
"altro pure triangolare BCD, ma rettangolo in D, avente I’ipotenusa formata dal lato BC
¢ il cateto BD = 78,89 m. Calcolare:

- la lunghezza del lato CD;

- I'ampiezza degli angoli del quadrilatero;
- la distanza AD;

- I'area di tutto I'appezzamento.

Disegno in scala 1: 5 000.

RISPOSTE
CD = 182,65 m;
A =76,1163 gon; B =131,7724 gon; C =92,1113 gon;
AD = 232,63 m;
S =21644,98 m?

Esercitazione 8

Diun quadrilatero ABCDsisono misurggilatizﬁ =38,78m,AD =31,45m,CD = 15,12 m
e gli angoli BAD=a =73°10"15"e ADC =6 = 81°31'58”. Calcolare il restante lato BC,
gli angoli rimanenti del quadrilatero e la sua area.

Disegno in scala 1:500.

RISPOSTE

BC =28,55 m;
S = 693,595 m?;
C = 149°23'06"; B = 55°54741"

Esercitazione 9

Di un punto A sono note le coordinate X, =28,50 m e Y, = 33,10 m rispetto a un
sistema di assi cartesiani ortogonali con origine nel punto O. Conoscendo la distanza
AB=42,85 m e I’angolo OAB= o = 138°27'53", calcolare:

- I'area della superficie triangolare 4OB;
- la distanza OB;
- le coordinate cartesiane del punto B.

Disegno in scala 1:1000.

RISPOSTE
S = 620,54 m?;
OB = 80,91 m;

Xp=+2790m; Y= +7595 m
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Esercitazione 10

A una base AB, i cui estremi hanno le coordinate X A=+237,19m, Y, = +954,35 m,
Xg= + 861,;_:1 m, Y+ 111,76 m si appoggiano due triangoli, dei quali sono stati misurati
gli angoli: CAB = o, = 69,5629 gon, DAC = @ = 57,0964 gon, ABC = 3 = 78,640 7 gon,
ACD = Y2 = 88,7684 gon. Calcolare le coordinate dei vertici C e D. Disegno in scala
1:20000.

RISPOSTE

Xe=+1582,19 m; Y. = +1170,53 m:
Xp=+111546 m; Y, = +2507.82 m

Esercitazione 11

Le coordinate ortogonali dei vertici di un appezzamento triangolare sono:
X4=+61,34m, Y, = +90,05 m, Xp= +421,68 m, Y, = —392,15 m, Xo= +733,08 m,
Ye=+92,15 m.

Per il vertice B si conduce la parallela all’asse y che incontra il lato AC in un punto M.
Calcolare le aree dei due triangoli nei quali detta parallela divide il triangolo dato e deter-
minare le coordinate del punto M. Disegno in scala 1 : 10 000.

RISPOSTE

Xy = +421,68 m; Y, = 91,18 m;
Sasv = 87081,25 m%; Spey, = 75 254,20 m?

Esercitazione 12

Per collegare un punto C a un punto O, invisibile da C, si & tracciato da O un allineamento
formante con I’asse delle ¥, passante per O, I’angolo (OA4) = 168,453 | gon, sul quale ¢&
stato preso un punto A a una distanza OA4 206,70 m.

Quindi dal punto A4 si é tracciato un altro allineamento 4B formante con OA I’angolo
OAB=q, = 288,708/I\gon e con lunghezza AB = 198,40 m. Nej punti A e B si sono poi
misurati gli angoli BAC = o, = 73,8493 gon e CBA - B = 64,4956 gon.

Calcolare le coordinate del punto C rispetto al punto O come origine e all’asse y dato.
Disegno in scala 1 :2000.

RISPOSTA
Xc=-8224m; Yo= —86,22 m

Esercitazione 13

I punti 4 e B hanno per coordinate X, = + 225,68 m, Xp= +771,31 m, Y,= +627,15 m,
Y5 = —68,24 m. Facendo stazione in A e B con un goniometro vengono misurati gli

angoli CAB =« = 102,362 7 gon, ABC =3, = 42,765 | gon, DAB = o, =74,8937 gon,
ABD =3 =186,3119 gon. Calcolare la distanza CD. Disegno in scala 1 : 10 000,

RISPOSTA
CD=139,17m
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Esercitazione 14

Un appezzamento triangolare ¢ stato rllcvato misurando il lato AB = 213,42 m e gli an-
goli adiacenti CAB = o = 113,426 3 gone ABC = 3 = 29,6309 gon. I vertici si susseguono
in senso antiorario.

Assumendo un sistema di assi con origine in A e ’asse delle y diretto positivamente verso
C, determinare le coordinate cartesiane dei vertici dell’appezzamento, il raggio del cerchio
mnscritto al triangolo e le coordinate del suo centro O.

Disegno in scala 1 : 2 000.

RISPOSTE
X,=0,Y,=0;
Xe=0; Yo= +122,82 m;
Xp= +206,69 m; Yy= —44,68 m

r, = 42,45 m;
Xp= +42,45m; Y,= +34,32m

Esercitazione 15
Dell’appezzamento quadrilatero ABCD sono stati misurati i lati:
AB =182,40 m BC = 126,44 m CD =201,64 m
e gli angoli destrorsi:
ABC=f=143,6425gon  BCD =+ = 139,1427 gon

Assumendo un sistema di assi cartesiani con origine in B e I’asse delle x coincidente con il

lato BC, positivo verso C, calcolare:

- Iz coordinate dei vertici delle particella quadrilatera e quelle del punto E di intersezione
delle diagonali;

- "area della particella.

Disegno in scala 1 : 2 000.

RISPOSTE
X,=-11548m; Y, = + 141,19 m;
XB= YB=0;

Xe=+126,44m; Y-=0;
Xp=+242,76 m; Yp= +164,71 m;
Xg= +5847Tm; Y= +39,67 m;

S =37060,55 m?

Esercitazione 16

Le coordinate di due punti A e B sono: X, = —250,33 m, Y, = +398,71 m,
A= +578,92m, Yz= +1020,50 m. Sul prolungamento della direzione AB, dalla parte
Zell’estremo B, si trova un punto C che ha una distanza da B di 538,94 m. Dalle stazioni 4
& 8 si ¢ osservato un punto P (che si trova a destra per un osservatore in A che guarda B)
£ sono stati misurati i due angoli orizzontali CAP =a=64°15" ¢ CBP = B =101°44".
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Si domandano:

- le coordinate dei punti C e P;

- la lunghezza OH di asse delle ascisse compreso fra I’origine O e il punto H in cui esso &
tagliato dalla CP.

Disegno in scala 1 : 10 000.
(Tema di abilitazione 1929)

RISPOSTE

Xce= +1010,11 m; Y. = +1343,81 m;
Xp=+1230,41 m; Y, = —368,39 m;
OH =1183,0l m

Esercitazione 17

Le coordinate rettangolari dei tre vertici A, B, C di un triangolo sono: X 4= +275,20 m,
Yy=+372,20m, Xz = +611,55m, Yp= +880,43m, X = +989,54 m, Ye= +110,04 m.
Sullato BC, a una distanza di 435,10 da B, si fissa un punto Pe per esso si conduce un allinea-
mento perpendicolare a BC,

Calcolare le coordinate dei due punti D ed Ein cui questo allineamento incontra le rette degli
altri due lati CA e BA del triangolo. Disegno in scala 1: 10 000.
(Tema di abilitazione 1931, 22 sessione)

RISPOSTE

Xp= +440,14 m; Y, = +311,67 m;
Xp= +136,58m; Y= +162,74 m

Esercitazione 18

Un appezzamento quadrilatero ABCD & stato rilevato misurando i lati AB = 1 837,65 m
e AC = 2087,37 m, la diagonale BC = 1 865,69 m e gli angoli in senso orario CAD = o, =
= 27,3208 gon e DCB = Y2 = 23,6357 gon. La bisettrice dell’angolo interno BCA inter-
seca il lato AB nel punto E. Calcolare:

- le lunghezze dei lati BD e CD;

- le ampiezze degli angoli del quadrilatero;
- I’area del quadrilatero;

- la distanza AE;

- I’area del triangolo ACE.

Disegno in scala 1 : 20 000.

RISPOSTE

BD =1089,71 m; CD = 884,57 m;

A =62,5888 gon; B = 95,2657 gon; C = 84,8116 gon; D = 157,333 9 gon;
AE = 970,35 m;

Sasco = 1895551,571 m?; S, = 842 846,319 m?
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Esercitazione 19

Una base PQ, interna a un appezzamento quadrilatero ABCD, presenta una lunghezza
di 236,52 m. Facendo stazione in P con un goniometro a graduazione centesimale destrorsa,
ogi_gntato secondo PQ, si sono collimati i v‘gitici A, B, €D, rrliiurando gli angoli
OPA = 287,2384 gon, QFB= 361,048 4 gon, QPC = 48,961 8 gon e QPD = 140,120 8 gon.
Successivamente si ¢ fatta stazione nel punto Q e collimando nuovamente i vertici si sono
misurati gli angoli POA = 51,3619 gon, POB = 134,089 6 gon, POC = 294,743 2 gon e
POD = 371,5629 gon.

Assumendo un sistema di assi cartesiani con origine in P e asse delle x diretto positivamente
verso Q, calcolare:

- le coordinate dei vertici;

- le lunghezze dei lati del quadrilatero;

- I'area dell’appezzamento.
Disegno in scala 1 : 5000.

RISPOSTE

X,=-63,66m; Y,= +313,31 m;

Xp= +405,21 m; Yz = +284,33 m;

Xe=+257,12 m; Yo = —248,86 m;

Xp=-127,02m; Yp= —174,13 m;

AB = 469,76 m; BC = 553,37 m; CD = 391,34 m; DA = 491,54 m;
§=223132,21 m?

Esercitazione 20

Di un appezzamento triangolare ABC sono noti i lati AB=55,38 m, BC=48,22 m e
AC = 57,90 m. Calcolare:

- 'ampiezza degli angoli interni;
- la lunghezza del raggio del cerchio circoscritto;
- 1a lunghezza del raggio del cerchio ex-inscritto relativo al lato AB.

Disegno in scala 1 : 500.

RISPOSTE

A =559177 gon; B = 75,0536 gon; C = 69,028 7 gon;
r.=31,32m; r,= 40,64 m

P



